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Cvi£ení 10. 3. 2021

Téma: Procvi£ování lineární algebry, pokra£ování
M¥jme matice
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Bez faktoru 1
2
se jedná o tzv. Pauliho matice σx, σy a σz, které jsou uºite£né pro popis

spinu.
Uº víme, ºe matice A, B, C mají vlastní £ísla ±1
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Abychom mohli s maticemi pracovat, máme je vyjád°ené v n¥jaké bázi. Pouºíváme
bázi vlastních stav· matice C, proto jsou také tyto stavy |c+〉 =

(
1
0

)
a |c−〉 =

(
0
1

)
. Ale £asto

chceme pracovat v jiné bázi, nap°íklad v bázi vlastních vektor· matice A. Potom musíme
provést transformaci báze pomocí matice transformace U , do které se°adíme vlastní vek-
tory nové báze. Transformace matice je pak O′ = U+OU . Prove¤te transformaci A do
báze jejích vlastních vektor·. Získaná matice by m¥la být diagonální. Jaká vypadá matice
C v bázi stav· |a+〉 a |a−〉? Transformujte také stav |c−〉 a ov¥°te, ºe je vlastním stavem
transformované matice C. (Pomocí transformace vektoru c′ = Uc.) Pro rychlíky: Jak
vypadá matice B v téºe bázi? (�e²ení na I-5 a II-5.)

P°i úprav¥ výraz· v kvantové mechanice £asto pouºíváme rozklad identity do báze
1 =

∑
i |i〉〈i|. Ov¥°te, ºe tento výraz platí pro stavy |ai〉 a |bi〉 vyjád°ené jako vektory v

bázi |ci〉. (�e²ení na I-5 a II-4.)
Pro matice a operátory platí také zajímavá relace O =

∑
i λi|i〉〈i| , kde O je operátor

(matice), suma je p°es vlastní stavy, λi jsou vlastní hodnoty a |i〉 odpovídající vlastní
vektory. Pomocí tohoto vztahu vypo£t¥te matice A a C. (�e²ení na I-4.)

Vra´me se je²t¥ ke st°edním hodnotám operátor·, uvaºujme 〈c+|Â|c+〉. Výraz upravte
vloºením 1 =

∑
i |ai〉〈ai| zleva a zprava okolo operátoru Â. Dvojnásobnou sumaci m·ºeme

p°epsat jako násobení matice a vektor·. Výraz 〈ai|Â|aj〉 je matice operátoru A v bázi
stav· |ai〉. Výrazy nalevo a napravo jsou vektory reprezentující stav |c+〉 v bázi |ai〉.
Vy£íslete matici a vektory a vypo£t¥te. (�e²ení na II-4.)

Je²t¥ jednou se podívejme na st°ední hodnotu a uvaºujme op¥t 〈c+|Â|c+〉. Výraz
upravte pouºitím A =

∑
i ai|ai〉〈ai|, kde ai je vlastní hodnota a |ai〉 odpovídající vlastní

stav, tedy bu¤ |a+〉 nebo |a−〉. Sumaci rozepi²te a upravte na výrazy obsahující kvadráty
〈c+|a+〉 a 〈c+|a−〉. Jak lze daný výraz chápat? Vy£íslete a ov¥°te shodu s p°edchozím.
(�e²ení na II-5.)

Nyní uvaºujme situaci ve které máme operátor p·sobící na obecný stav. Uvaºujme
nap°íklad operátor B a stav |c+〉, který není jeho vlastním stavem. Vyjád°ete stav |c+〉 v
bázi stav· |bi〉. Na daný výraz aplikujte operátor B p°ímo (s vyuºitím znalosti vlastních
hodnot) a vyjád°ete jako vektor. Porovnejte s p°ímou aplikací matice B na vektor |c+〉.
(�e²ení na II-3.)

V mnoha p°ípadech aplikujeme na stav ne jeden, ale více operátor·. P°i této £innosti
se n¥kdy uºijí tzv. komutátory: K̂ = ÂB̂ − B̂Â, zna£ené [Â, B̂]. Pokud je komutátor
nula, operátory komutují, jinak nekomutují. Ov¥°te, zda komutují matice σx a σy pomocí
výpo£tu výraz· σxσy|c+〉 a σyσx|c+〉. Pro výpo£et komutátoru není vlastn¥ ani t°eba
uvaºovat konkrétní stav, vypo£t¥te tedy výraz [σx, σy] p°ímo. Pro rychlíky: vypo£t¥te
komutátor matic σy a σz. (�e²ení na II-1.)
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Matice A, B a C odpovídají m¥°ení spinu podél os x, y a z. Matici m¥°ení podél
libovolné osy ~n získáme jako

Sn = ~n · (A,B,C) ,

kde (A,B,C) je vpodstat¥ tenzor °ádu t°i. Výsledkem je tedy matice 2×2. Pro n =
1√
2
(1, 0, 1) vypo£t¥te matici Sn a ov¥°te, ºe vlastní vektor získaný obdobným zp·sobem

jako matice Sn je jejím vlastním stavem.


