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Cvi£ení 20. 4. 2022

Téma: Moment hybnosti

Moment hybnosti je ~L = ~r × ~p, tedy sloºkov¥ Li = εijkrjpk.
Vlastní stavy L2 a Lz explicitn¥
Vlastní stavy L2 a Lz jsou sférické harmoniky Y m

l (θ, φ). Ty tvo°í ortonormální bázi v

úhlových sou°adnicích, tedy platí

〈Y m′

l′ |Y m
l 〉 = δl,l′δm,m′ ,

kde l a m jsou kvantová £ísla velikosti momentu hybnosti a jeho pr·m¥tu na osu z.
Kvantová £ísla mohou nabývat hodnot l = 0, 1, 2, . . . a m = −l, . . . , l, vlastní hodnoty
velikosti L2 jsou ~2l(l + 1) a pr·m¥tu ~m.

Vlastní stavy jsou sférické harmoniky Y m
l , pro l = 0 a l = 1 to jsou tyto funkce

Y 0
0 =

1√
4π

Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ

Y ±11 = ∓
√

3

8π
sin θe±iφ .

navíc Y 1
2 = −

√
15
8π

cos θ sin θeiφ.

Pozn.: Pov²imn¥me si, ºe pro l = 1 vystupuje sin θ nebo cos θ v první mocnin¥, pro

l = 2 jsou geometrické funkce dohromady v mocnin¥ druhé. To je obecné a je lep²í si to

zapamatovat. Dále vlastní hodnotu Lz m·ºeme vid¥t z exponentu exponenciely, která má

tvar eimφ.
. Ov¥°te normalizaci funkcí s l = 0 a l = 1.
. Ov¥°te, ºe funkce Y 0

0 a Y 0
1 jsou na sebe kolmé.

. Pro rychlíky: Ov¥°te kolmost funkcí Y 1
1 a Y 1

2 .

. Pro rychlíky: Ov¥°te normalizaci funkce Y 1
2 .

Maticová reprezentace momentu hybnosti

Operátory momentu hybnosti vyjád°íme v bázi vlastních stav· L2 a Lz.
. Jaký tvar budou mít matice L2 a Lz?
Vlastní vektory jsou indexovány kvantovými £ísly velikosti momentu hybnosti l a jeho

pr·m¥tu m. Vlastní vektory sdruºíme do skupin se stejným kvantovým £íslem velikosti

momentu hybnosti l.
. Kolik vlastních vektor· p°íslu²í ke stejnému l?
Nyní uº máme p°edstavu o tvaru matic a zapí²eme si je. P°itom vyuºijeme

L2|lm〉 = ~2l(l + 1)|lm〉 a Lz|lm〉 = m~|lm〉 .

D·leºitými operátory pro moment hybnosti jsou zvy²ovací a sniºovací operátory, L±,
pro které platí

L±|lm〉 = ~
√
l(l + 1)−m(m± 1)|lm± 1〉

.

. Matice L± budou op¥t blokov¥ diagonální ve skupinách se stejným l. Kolik bude v

kaºdém bloku nenulových £len·?
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. Vytvo°te matici L+ pro l = 0, l = 1 a l = 2. Vytvo°te matici L− pro l = 1.

. Pro rychlíky: Uvaºujme stav s maximální moºnou projekcí pro dané l. Jakou hod-

notu bude mít koe�cient l(l + 1) − m(m + 1) p°i pouºití L+ na tento stav? Obdobn¥,

jakou hodnotu bude mít l(l + 1)−m(m− 1) p°i pouºití L− na stav s nejniº²ím moºným

m pro dané l?
. Pouºijte L± = Lx ± iLy pro vytvo°ení matic Lx a Ly.
. Ov¥°te, ºe matice L2

x + L2
y + L2

z pro l = 1 je shodná s maticí L2.

. Pro rychlíky: Uvaºujme operátor sin θ, bude jeho matice také blokov¥ diagonální?

Komuta£ní relace

Pro sloºky momentu hybnosti platí [Li, Lj] = εijki~Lk.
. Ov¥°te pro Li = Lx, Lj = Ly a Lk = Lz pomocí maticové reprezentace pro l = 1.
Vlastní a st°ední hodnoty L2 a Lz v r·zných reprezentacích

Budeme uvaºovat stavy Y 0
0 a Y 0

1 .

. Jaké jsou vlastní hodnoty operátor· L2 a Lz pro dané stavy?

Oba stavy zkombinujeme do funkce ψ = 1√
2
(Y 0

0 + Y 0
1 ).

. Je ψ vlastní funkce L2 nebo Lz?

. Vypo£t¥te st°ední hodnotu L2 a Lz pro ψ.
Nyní budeme výpo£et opakovat ve sférických sou°adnicích kde

Y 0
0 =

1√
4π

a Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ .

Dále

L2 = −~2
(
∂2

∂θ2
+

cos θ

sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
a Lz = −i~

∂

∂φ
.

Tedy:

. Jaký je výsledek akce Lz na oba stavy?

. Jaká je st°ední hodnota Lz a L
2 pro φ?

Nakonec výpo£et provedeme v maticové reprezentaci Lz a L2. Bude nám sta£it

vytvo°it matice v bázi stav· Y 0
0 a Y 0

1 , p°ípadn¥ m·ºeme vytvo°it matice v bázi v²ech

stav· s l = 0 nebo l = 1.
. Vytvo°te matice Lz a L

2 ve zvolené bázi.

. Napi²te stav ψ jako vektor ve zvolené bázi a vypo£t¥te st°ední hodnotu.


