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Domácí úkol 11. 5. 2022

Vodík pomocí gausovky

Uvaºujme, ºe elektron v potenciálu vodíkového jádra se nepohybuje ve funkci ψ0 =∼
exp(−r/a0), ale ve funkci ψ = N exp(−αr2). Hodnotu α je²t¥ nebudeme de�novat, pos-
tupn¥ najdeme optimální hodnotu z hlediska energie.

Pozn. Takovéto gausovky se masov¥ pouºívají jako báze pro elektronové vlnové funkce

p°i kvantových výpo£tech. D·vod je ten, ºe pokud vynásobíme dv¥ gausovky, dostaneme

op¥t gausovku, coº velmi zjednodu²uje výpo£ty maticových element·.

Funkce ψ není p°esnou funkcí základního stavu.
. Jaký vztah (v¥t²í, men²í, stejné, není moºné °íct dop°edu) bude platit mezi 〈ψ0|H|ψ0〉

a 〈ψ|H|ψ〉? (H je Hamiltonián vodíku.)
Nyní postupn¥ najdeme 〈ψ|H|ψ〉 jako parametr α.
. Normalizujte ψ.
Hodnota normaliza£ní konstanty by m¥la vyjít N = (2α

π
)3/4.

. Zap·sobte operátorem kinetické energie T = − ~2
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na |ψ〉 a výsledek

p°eintegrujte s 〈ψ|.
Pozor, zd·vodu sférické symetrie ψ sta£í uvaºovat jen radiální £ást operátoru kinetické

energie. P°i integraci pro výpo£et st°ední hodnoty 〈ψ|T |ψ〉 ale musíme uvaºovat také θ a φ
a dodat r2 z Jakobiánu. (Na θ a φ výsledek nezávisí, sta£í tedy vynásobit 4π.) Výsledkem
by m¥lo být 3α~2

2m
, po aplikaci T na ψ bychom meli dostat ~2

2m
2αN(3− 2αr2)e−αr

2
.

. Vypo£t¥te 〈ψ|V |ψ〉 jako funkci α.
Zde je op¥t t°eba uvaºovat r2 z Jakobiánu a op¥t funkce nezávisí na θ a φ . Výsledkem

by m¥lo být 〈V 〉(α) = −2
√

2α
π

e2

4πε0
.

Výsledkem je energie jako funkce α, tedy energie se m¥ní v závislosti na tom, jestli je
gausián uº²í nebo ²ir²í. Diskutujte závislost 〈T 〉 a 〈V 〉 na α. Jakým hodnotám se budou
blíºit 〈T 〉 a 〈V 〉 jako funkce α pro hodnoty α jdoucí k nule a k nekone£nu?

V kvantové mechanice platí varia£ní princip: St°ední hodnoty energie jsou pro r·zné
testovací funkce vy²²í nebo rovny energii základního stavu. Rovnost nastává v p°ípad¥, ºe
pouºijeme vlnovou funkci základního stavu jako testovací funkci. Pokud tedy uvaºujeme
gausiány ψ s v²emi moºnými parametry α, dostaneme energie vy²²í neº je energie základ-
ního stavu. Nicmén¥ bude existovat hodnota α0, pro kterou bude 〈E〉(α) nejniº²í. Asi si
dokáºeme p°edstavit, ºe pro α0 bude mít gausián podobný tvar jako ψ, tedy vlnová funkce
základního stavu. Jelikoº známe funk£ní závislost st°ední hodnoty energie na parametru
α, m·ºeme získat α0 jako minimum 〈E〉(α).

. Derivací 〈E〉(α) najd¥te hodnotu α0. Dosazením do 〈E〉(α) získáte hodnotu energie
v minimu pro gausián. (Výsledkem by m¥l být jeden £len.) Porovnejte s energií p°esného
°e²ení.

Pro porovnání uvaºte, ºe m
~2 (

e2

4πε0
)2 je rovno jednomu Hartree (jednotka energie v atom-

ových jednotkách) a energie základního stavu vodíku je jeden Rydberg, který je polovinou
Hartree.

P°ípadn¥ si vykreslete ψ a ψ0, opravdu by m¥ly být podobné.
Komutátor a £as

�asovému vývoji jsme se ve cvi£eních moc nev¥novali, nicmén¥ si jej m·ºeme p°ipome-
nout tímto p°íkladem. Podstatné je i) pokud je systém ve vlastním stavu ψn Hamiltoniánu
s energií En, je jeho £asový vývoj dán ψn(x, t) = ψn(x, 0)e

−i~En/t. Tedy jen se m¥ní fáze.
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ii) pokud je systém ve stavu, který m·ºeme popsat jako kombinaci vlastních stav·, pak
platí ψ(x, t) =

∑
n cnψn(x, 0)e

−iEnt/~. Tedy kaºdému vlastnímu stavu p°ibývá fáze r·zn¥,
podle jeho energie. Hodnoty cn jsou rozvojové koe�cieny do báze vlastních stav·.

Tedy pokud má systém dva stavy ψ1 a ψ2 s energiemi E1 a E2 a vlnová funkce je v
£ase t = 0 rovna ψ = 1√

2
(ψ1 + ψ2), bude £asový vývoj ψ(t) = 1√

2
(ψ1e

−iE1t/~ + ψ2e
−iE2t/~).

Nyní k p°íkladu.
Pro £asový vývoj st°ední hodnoty veli£iny je moºné odvodit vztah

d〈A〉
dt

=
i

~
〈[H,A]〉+

〈
∂A

∂t

〉
, (1)

kde 〈A〉 = 〈ψ| · |ψ〉, tedy st°ední hodnota pro n¥jakou funkci ψ.
Uvaºujme, ºe se £ástice nachází v poli lineárního harmonického oscilátoru s Hamil-

toniánem

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2

.
. Jakých hodnot nabývají vlastní £ísla n a jaké jsou p°íslu²né vlastní energie?
Vlnová funkce £ástice v £ase t = 0 je ψ = 1√

3
(ψ0+ψ1+ψ3), kde ψn jsou vlastní funkce

pro vlastní £ísla n.
. Napi²t¥ £asovou závislost ψ (tedy pouze k ψn p°idáme £asové fázové faktory).
Dosa¤me v rovnici 1 za obecný operátor A operátor sou°adnice x (explicitn¥ na £asu

nezávislý).
. Pro Hamiltonián kvantového oscilátoru, £ástici ve stavu ψ(t) (£asová závislost je

zásadní) a A = x ov¥°te, ºe se ob¥ strany rovnice 1 rovnají.
(Pro výpo£et maticových element· je vhodné pouºít zvy²ovací a sniºovací operátory.

)


